sure[J 21YM e O[NeJ OES e o8enjueg ¢ 950[ ULG e UEN[ UEG

IOJA] » BUITT o SEDRIED) e SAILY SOUSN( e vjog0g op 2JeIIES o OIXIIN e PHPRIN

TAVH, d DVLNH ]

_v_:_.cc.s_ U2 DIUDUDIDS 2P DINHUO ] POPISIaATuf)
Aofuf ap ppimIng
mmdy sauekof s

1BIIUII} UOISIARY

PLIPDIY U2 DIUDWDIDS 2P DIDLIUO] POPIS2AIU[]
ponpuLIofuf ap puinang
seyeld zaI( BsmnT JA

:UOIINPBI],

2827100 snydjopy snavisng
uoropmdwo) v] ap sv1oua1) & SLOUPUWIIDIY 2P oaunndacy

i AIPY ueda(d

sajew.o} salenbuaj
(| sejewiolne ap elioa ]

‘DILd 30 ON

wag : \
uﬂmn%mr n,m_xmj mmﬁ.cz ( ﬁ ( ( ( (

PHpD u2 YONVIVIVS dd VIDIAIINOd AVQISYIAINA
2unagfos ap plRIURSU] 2 SOIUPULOJU] SDWIISIS ‘SaDNTUST op ojuauppdaq

S AVIINOV SENVAOL SIN'T
VIDNV.LSIA V NOIDVINAd 30 TYNOIDVN AVAISYFAINN
voypuiomy & poupuiiofuy ap onuawnwdaq

OWODNHE OdINJIOd NYILSVEHS

SSATVIIOLIAE SHIOLTASNOD




o

DEAN KELLEY
Teoria de automatas y lenguajes formales

No estd permitida la reproduccién total o parcial de esta obra
ni su tratamiento o transmisién por cualquier medio o método,
sin autorizacién escrita de la Editorial.

DERECHOS RESERVADOS © 1995 respecto a la primera edici6én en espafiol por
PEARSON EDUCACION, S. A. :

C/ Nufiez de Balboa, 120

28006 Madrid

ISBN 0-13-518705-2
Deposito Legal: M-21607-2001
Ultima reimpresion, 2001

Traducido de:
AUTOMATA AND FORMAL LANGUAGES: AN INTRODUCTION

PRENTICE HALL -
© 1995
ISBN: 0-13-497777-7

Editor de la edicién en espaiiol: Juan Stumpf

Disefio de cubierta: DIGRAF

Composicion: AULA DOCUMENTAL DE INVESTIGACION
Impreso por ENCO Artes Grificas, S.L. '

IMPRESO EN ESPANA - PRINTED IN SPAIN

Este libro estd impreso con papel y tintas ecolégicos



A mis Padres
... y al tio Fudd



Contenido

0. Preliminares matematiCos .............c.coooovvivivccioieeeeeeeeeee e,
0.1 - Tiooicaelemental v b ne i . oasan dRE K
02 De i CIONeS DASICAS o S n b s e s
0.3 CperacionEsicONCONIINDS) v s atulh. b st e i oo oo
04 Relaciones v AUNCIONES wi-rsuiur ki Sl et tpma s o s sivess

Alfabetos y lenguajes....

1.1  Alfabetos, palabras y lengucueb ........................................

1.2 Operaciones con cadenas...

1.3 Operacionesconienguajes..........................................,....,..,,...,.....

| e o e e e e

Lenguajes regulares..............c.ccooveeeervnnerereesnennennenns

2.1 Lenguajes sobre alfabetos...

2.2 Lenguajes regulares y expreswnes rcguiares

2.3  Autémata finito determinista...

"4

29
29
32
34
41

45
45
48
53







CONTENIDO X

BoEaselll 241
6.3 -~ El problemMade patadn’..... oo i it iin e 241
6.2 El problema de correspondenciade POSt...........ocumsmmsmssonsssessrasmenss 245
6.3 Irresolubilidad y lenguajes independientes del contexto ............... 258
Broblemas o i e s e IS s S e 263
7. Introduccién a la complejidad computacional .......................... 265
.1 - Complejidat espacinl .. . it it i i bt s 265
12 - ComplejladeTORAE ..o o it msss ot wmssimssvis 272
7.3 Introduccion a la teoria de la complejidad ..........cccoveveeerincvccnennns 281
RO IEmASE s A e R e e 288
Heferencias Y BIDHNOGEATIR ..............c it msamssiissassorssesisssiivs 291
LT T e R IE S eid bR e Bt ot 293



Prélogo

Este libro es el resultado de las anotaciones tomadas en el curso de introduccién
a la teoria de la computacién, impartido en la universidad Gustavus Adolfus. Di-
cho curso abarca los temas de lenguajes formales y autématas, maquinas de Tu-
ring y computabilidad a través de la resolubilidad. El curso va dirigido a estu-
diantes de segundo afio de Ciencias de la Computacién y hasta ahora este curso
tenia como principal prerrequisito el haber seguido con anterioridad un curso so-
bre lectura y tratamiento de las demostraciones mateméticas.

El libro esta dirigido a estudiantes con los conocimientos mateméticos mini-
mos. El Capitulo 0 trata de’los preliminares matematicos necesarios para poder
abordar la lectura del libro én su totalidad.

El nivel de conocimientos mateméticos en los capitulos siguientes es ini-
cialmente bajo, pero se eleva a medida que los temas lo requieren y la capacidad
del estudiante se incrementa. Trataré de evitar las demostraciones matematicas
rigurosas en la medida de lo posible, en especial en los primeros capitulos. Por
tanto, se evitard dar muchos detalles de las demostraciones que sean tediosas.
Por otro lado, trataré de presentar teoremas y definiciones de la forma mds preci-
sa posible. La mayorfa de mis razonamientos tienen la intencién de motivar mas
que la de ser matemdticamente completos o elegantes.

Creo, ademds, que los ejercicios contribuyen, en gran medida, al buen
aprendizaje del proceso. Al final de cada seccién, los ejercicios planteados pre-
tenden ilustrar, revisar y ampliar los conceptos vistos en las mismas. Hay ejerci-
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cios desde bastante faciles a muy dificiles. La mayoria de los ejercicios mas fa-
ciles pretenden reforzar las ideas vistas en la seccién, mientras que los mas difi-
ciles ilustran y amplian dichas ideas.

Los Capitulos del 1 al 7 terminan con unas colecciones de problemas. Di-
chos problemas pretenden animar al lector a investigar sobre los temas tratados.
Generalmente (aunque no siempre), el material tratado en las colecciones de
problemas representan lo que yo considero necesario para estar interesado en re-
alizar incursiones a través de la linea de desarrollo principal del texto.

El texto consta de ocho capitulos. A continuacién se realiza una breve des-
cripcién de cada uno de ellos.

El Capitulo O cubre los preliminares mateméticos y l6gicos. Consiste en una
rdpida revision de la légica y la teoria de conjuntos, siendo un capitulo bastante
completo. Ademds, en este capitulo se repasan todos los conocimientos matema-
ticos necesarios para entender el resto del texto.

En el Capitulo 1 se presentan las definiciones bdsicas y la notacién usada
para alfabetos, cadenas y lenguajes. Se definen y estudian las operaciones ele-
mentales sobre cadenas y lenguajes.

El Capitulo 2 trata de los lenguajes y las expresiones regulares. Se definen
los autématas finitos y se establece la relacion de los mismos con los lenguajes
regulares. Se introduce el no determinismo. Ademads, se estudian las propiedades
fundamentales de los lenguajes regulares (lema del bombeo, algoritmos de deci-
sidn, etc.).

El Capitulo 3 introduce los conceptos sobre gramdticas desarrollando, ade-
mds, las propiedades de las gramdticas independientes del contexto y los auto-
matas de pila. Se presentan varias simplificaciones y formas normales de grama-
ticas. :

El Capitulo 4 es el primero de los cuatro capitulos cuyo tema central son las
maquinas de Turing. Este capitulo contiene definiciones bésicas, las distintas
versiones de maquinas de Turing e introduce la idea de funciones Turing-com-
putables y lenguajes reconocidos por las mdquinas de Turing.

El Capitulo 5 estudia las relaciones entre las maquinas de Turing y los len-
guajes formales. Ademas, establece la jerarquia de Chomsky.

En el Capitulo 6 se habla de la resolubilidad. Comienza con el problema de
parada de las maquinas de Turing, después trata el problema de la irresolubili-
dad del problema de la correspondencia de Post y presenta algunos problemas
irresolubles para los lenguajes y gramdticas independientes del contexto. El ca-
pitulo termina con el estudio de las funciones computables totales.

El Capitulo 7 es una introduccién a la complejidad computacional del reco-
nocimiento del lenguaje. Se estudia en funcién de los recursos de espacio y

tiempo (de la mdquinas de Turing).
o«
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Aunque la mayorfa del material presentado se corresponde con el contenido
usual de un curso de introduccién a la teoria, la novedad de este texto quizés ra-
dique en el nivel con el cual se enfoca. He tratado de transmitir todos estos con-
ceptos a estudiantes que no sean avezados matemadticos, de forma que puedan
comprenderlos al mismo tiempo que desarrollan su capacidad matemadtica.

Entiendo que éste es el material suficiente para cubrir un curso de un semes-
tre de cuatro dias a la semana. Generalmente trato los Capitulos del 1 al 5 en su
totalidad, con la rapidez con que los estudiantes son capaces de asimilarlos. Este
material es el corazén de cualquier curso de teoria de lenguajes formales y no
me importa tomarme el tiempo necesario para que los estudiantes puedan dige-
rirlo. Dependiendo de la audiencia, imparto algunas clases del Capitulo 0 o sim-
plemente asigno trabajos a cerca del mismo. La mayoria del material presente en
el Capitulo O, proviene de un curso corto (2 créditos) de demostraciones mate-
maéticas que una vez se imparti6 en la universidad. Siempre trato de desarrollar
el Capitulo 6 en su totalidad, aunque depende del tiempo que quede del semes-
tre. Al principio me sorprendié que, cuando el tiempo apremia, la resolubilidad
puede ser presentada bastante bien por medio de conferencias cortas.

Me gustaria agradecer a mi amigo Ding-Zhu Du de la Universidad de Min-

nesota, Minneapolis, por sugerirme el Problema 1.7, el cual trata de la desigual-
dad de McMillan. El desarrollo anterior al Lema 2.8.3, usado en el lema de Ar-
den, fue sugerido por una de las primeras personas que revisaron este libro. Me
gustarfa agradecerle, a €l o a ella, por llamar mi atencién sobre el mismo (debido
a Brzozowski). Me gustarfa también expresar mi aprecio a mis amigos T. J. Mo-
rrison y D. J. Malmanger por su estimulo y apoyo moral a lo largo de este pro-
yecto aparentemente infinito. Finalmente, me gustaria dar las gracias a las si-
guientes personas por sus comentarios cuando revisaron el manuscrito: Moon
Jung Chung (Michigan State University), Ronald K. Friesen (Texas A&M Uni-
versity), Micha Hofri (University of Houston), Robert Kline (West Chester Uni-
versity) y S. A. Kovatch (General Electric).

Dean Kelley

—
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Preliminares
matematicos

0.1 LOGICA ELEMENTAL

Para el estudio de la teorfa de la computacion se necesitan tres herramientas ma-
tematicas basicas. Una de ellas es la notacion tedrica establecida, otra el dominio
de los conceptos de funciones y relaciones, y la tercera son unos buenos conoci-
mientos de induccién matemdtica. La capacidad para usar la notacién tedrica
establecida depende, fundamentalmente, del conocimiento de las definiciones
bésicas de simbolos y sus significados. Conocer las otras dos herramientas de-
pende de la capacidad para entender razonamientos légicos. Por tanto, comenza-
remos con una presentacion de las ideas fundamentales de la l6gica para pasar a
establecer los mecanismos matematicos requeridos.

En légica, una proposicion o sentencia es una frase de la cual se puede de-
terminar si es verdadera o falsa. Las frases “2+ 1 es 57, “3 > V8” y “17 es un
nimero primo” son proposiciones, mientras que “ven a nuestra fiesta”, “;qué
hora es?” y “esta proposicion es falsa” no lo son. Si P y Q son proposiciones, se
dice que P es equivalente a Q si para todos los casos tienen el mismo valor de
verdad. Por eso las frases “3 <5” y “m es irracional” son equivalentes, como lo
son las frases “% es un entero” y “4 < 3”, puesto que sus valores de verdad son
los mismos.

Si P es una proposicion, su negacion se denota por — P. Si P es verdadera,
— P es falsa, y si P es falsa, — P es verdadera. — P se lee “no P”. Por ejemplo, si
P es la proposicién “3 < 57, = Pes “3 > 5”. Dado que el valor de verdad de = P
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depende del valor de verdad de P, podemos usar una tabla, llamada rabla de ver-
dad, para indicar la dependencia:

Tl e o
F
F

La tabla de verdad presenta los valores de verdad de — P correspondientes a los
valores de verdad de P.

La conjuncién de las proposiciones P y Q se denota por P A Q y se lee
“Py Q. La proposicién compuesta P A Q es verdadera s6lo cuando P y Q sean
verdaderas simultdneamente. Por eso podemos obtener la tabla de verdad si-
guiente:

/i Q |PAQ
\Y \' Vv
N F F
F \' F
F B F

Es importante hacer notar que para una proposicion compuesta la tabla de
verdad debe considerar todas las posibles combinaciones de los valores de ver-
dad correspondientes a los componentes de la misma.

Considérense las conjunciones siguientes

1. 3<v¥17y25=52 -

2. 3<V17y26=5%

3. 32V17y25=52

4. 3217 y26=5%

De estas cuatro proposiciones compuestas, s6lo la primera es verdadera. En

todas las demds, al menos uno de los componentes es falso, 1o que hace que la
conjuncién sea falsa.

La disyuncion de las proposiciones Py Q se denota por P v Q. Es verdadera
cuando al menos una de las dos es verdadera. Otra forma de decir esto es que
P v Q es falsa solamente cuando Py Q son falsas a la vez. P v Qselee “Po Q.

o«
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La proposicién P — Q se llama proposicion condicional y tiene la siguiente
tabla de verdad

P 0 P—Q
Vv \Y A%
vV F F
F V Vv
F F \Y

La condicional se lee “si P entonces ”. Para entender los valores de verdad
de P — Q, considérese la proposicién “Si el sol brilla, entonces Carlos juega al
béisbol”. Para determinar cuando es verdadera esta proposicién, nos pregunta-
mos si la persona que la ha hecho esta diciendo la verdad. Tenemos cuatro casos
que corresponden a las cuatro lineas de la tabla de verdad precedente.

En el primer caso (el sol brilla y Carlos juega al béisbol), se ha dicho la ver-
dad. En el segundo caso (el sol brilla y Carlos no juega al béisbol), no se ha di-
cho la verdad. En los dos udltimos casos (el sol no brilla y Carlos juega al béis-
bol; el sol no brilla y Carlos no juega al béisbol), no deberiamos decir que la
persona que hizo la proposicién es un mentiroso puesto que el sol no brilla y €,
o ella, sélo dijeron lo que ocurrirfa si el sol brillara.

En la condicional P — Q, la proposicién P se llama hipdiesis. condicion o
antecedente, mientras que Q se llama conclusion o consecuente.

La reciproca de la condicional P — Q es la proposicién Q — P.

La contrapuesta de P — Q es (— Q) — (— P). Advierta que P—>Q y su
contraposicién son equivalentes puesto que tienen los mismos valores de verdad
para todos los casos, como muestra la siguiente tabla de verdad:

P @ o Pey@ ST B eDsip
vV v v F F v
s olB F V. . F F
g Ay v ey \
F B v Vo o N \

Consideremos la proposicién P — Q A Q — P. Es fécil ver que la proposi-
cién es verdadera sélo cuando P y Q tienen los mismos valores de verdad. Esta .

v
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proposicién en forma abreviada es P <> Q, la cual se lee “P si y s6lo si Q7. Se
llama proposicién bicondicional.

Las proposiciones = (P A Q) y (— P) v (— Q) son equivalentes (ésta es una
de las leyes de De Morgan; véase Ejercicio 0.1.2). Considérese la proposicién

~PAQ P V(EO

A causa de la equivalencia de proposiciones, obtenemos que ambos lados
de la bicondicional tienen el mismo valor de verdad en todos los casos. Por tanto
la bicondicional es verdad en todos los casos. Esto sugiere el siguiente teorema:

Teorema 0.1.1. Sea Py Q proposiciones para las cuales P <> Q es siempre verdadera.
Entonces Py Q son equivalentes. Por otro lado, si P y Q son equivalentes, en-
tonces la bicondicional P <> Q es siempre verdadera.

Un proposicién es una tautologia si es siempre verdadera. Fijese que si Py
O son equivalentes entonces, segiin el teorema previo, P <> Q es una tautologia.
Por tanto, la equivalencia puede ser definida como: P y Q son equivalentes si
P < O es una tautologia.

Cuando la proposicién condicional P — Q es una tautologia, se escribe
P = Q. De forma similar podemos escribir P < Q si la bicondicional P <> Q es
una tautologia. Fijese, que substancialmente, esto no significa més que la condi-
cional (o bicondicional) es una proposicién verdadera. La verdad de P — Q
depende de los valores de verdad de P y Q. Por otro lado, = (A A B) =
(mA) v (—B) es una proposicién verdadera sea cuales sean los valores de
verdad de sus componentes A y B. Esto puede ser representado por
—(AAB)=(—A) v (—B).

Una contradiccion es una proposicién que siempre es falsa. Por tanto, la ne-
gacion de una tautologia es una contradiccion.

Una frase abierta o funcion proposicional es una proposicién que contiene
una variable. Por ejemplo, la frase “x*> + 2x + 16 =0 contiene la variable x, al
igual que la frase “x fue el primer presidente de los Estados Unidos”. La colec-
cién de objetos que pueden ser sustituidos por una variable en una frase abierta
se llama conjunto de significados de esa variable. Llamaremos conjunto de ver-
dad de la frase abierta, al conjunto de objetos pertenecientes al conjunto de sig-
nificados para los cuales la frase abierta se convierte en una proposicién verda-
dera al sustituir la variable por ellos. Si se considera que el conjunto de signifi-
cados para la frase abierta x* + 2x + 16 =0 es el de los niimeros reales, entonces
el conjunto de verdad es vacio. Si el conjunto de significados incluye ademés

. —1+iV15 entonces el conjunto de verdad tiene algin elemento.
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Si P es una frase abierta que contiene la variable x, se escribe P (x). Gene-
ralmente, cuando se muestra una frase abierta, el conjunto de significados para
la(s) variable(s) que contiene es explicitamente declarado o se deduce facilmen-
te del contexto. Ciertos operadores indican la forma de seleccionar elementos
del conjunto de significados. Esos operadores son los cuantificadores universal
y existencial.

Una frase de la forma “para todo x del conjunto de significados P (x) es ver-
dadera” se dice que es una frase universalmente cuantificada. Esto indica que el
conjunto de verdad de P (x) esta compuesto por todos los objetos pertenecientes
al conjunto de significados de x. Esto, en forma abreviada, se escribe Vix P (x),
lo cual se lee “para todo x, P (x)”. Fijese que Vx P (x) ya no es una frase abierta,
puesto que su verdad o falsedad puede ser determinada. Por ejemplo, si P (x) es
la frase abierta “x+ 1 > x” y el conjunto de significados es la coleccion de todos
los nimeros reales, entonces Vx P (x) es una proposicion verdadera.

Una frase de la forma “existe un x en el conjunto de significados para el
cual P (x) es verdadera” se dice que estd cuantificada existencialmente. Esto in-
dica que algtin elemento del conjunto de significados es un valor que, al sustituir
a x, hace que P (x) sea verdadera. Lo cual quiere decir que algiin elemento del
conjunto de significados esta también en el conjunto de verdad de P (x). Esto en
forma abreviada, se escribe dx P (x) y se lee “existe un x tal que P (x)”, o “para
algtin x, P (x)”. Tenga en cuenta que 3 x P (x) ya no es una frase abierta.

Teorema 0.1.2. — (Vx P (x)) es equivalente a 3x — P (x).

Demostracién. Supongamos que — Vx P (x) es verdadera. Entonces Vx P (x) es falsa, y
por tanto, el conjunto de verdad de P (x) no es todo el conjunto de significados
de x. Entonces, el conjunto de verdad de — P (x) contiene algiin elemento. Por
tanto la proposiciéon 3 x — P (x) es verdadera.

Ahora supongamos que — Vx P (x) es falsa. Entonces Vx P (x) es verdadera,
asi que el conjunto de verdad de P (x) es todo el conjunto de significados de x.
Por lo tanto, el conjunto de verdad de — P (x) es vacio, lo que implica que
dx — P (x) es falsa.

Con esto hemos demostrado que las dos proposiciones tienen exactamente
los mismos valores de verdad y, por tanto, son equivalentes. []

Si P (x) es una frase abierta, entonces un contraejemplo para Vx P (x) es un
elemento, ¢, del conjunto de significados de forma que P (7) sea falsa. Se puede
demostrar una proposiciéon de la forma “Si para cada x P (x), entonces Q (x)”
probando que Vx (P (x) = Q (x)) es verdadera. Esto puede ser refutado si se
proporciona un contraejemplo. Por ejemplo, la proposicién “si n es primo enton-
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ces 2" —1 es primo” podria ser refutada si se encuentra un contraejemplo tal
comon=11.

Ejercicios de la Seccion 0.1

0.1.1. Obtener la tabla de verdad para P v Q.

0.1.2. Probar que — (P /\ Q) es equivalente a (— P) v (— Q). Probar que — (P-v Q) es
equivalente a (— P) A (— Q). Estas dos equivalencias se conocen como las leyes
de De Morgan.

0.1.3. Probar que P A (Q v R) es equivalente a (P A Q) v (PAR) y qué Pv(QAR)es
equivalente a (P v Q) A (P v R).

0.1.4. Probar que Py — (— P) son equivalentes.
0.1.5. Simplificar = ((— P) v (— Q)).

0.1.6. Simplificar = ((— Q) A (— P)).

0.1.7. ;Son equivalentes P — Q y Q — P?

0.1.8. ;Cudles de las siguientes proposiciones son tautologias?

(@) P¢>—(—P). (€ PA—P.

b = (PvQ) e —PA=O. ) (PAr—P)—0Q.

©) Pv—P. (@ (P Q)= (P—0).
d) (PVv=P)A(QV—0) (h) (P—>0Q)e—PvO.

0.1.9. Probar que las siguientes proposiciones son contradicciones:
@ (P=>0)APAmQ).
b) (PvOA-P)A(Q).
€ PAQAEP).
0.1.10. Mostrar que = 3 x P (x) es equivalente a Vx = P (x).

0.2 DEFINICIONES BASICAS

-

Ahora veremos las nociones bésicas sobre teorfa de conjuntos.

Un conjunto es una coleccién de objetos llamados elementos del conjunto.
Si A es un conjunto y a es un elemento de A, se usa la notacién a € A (se lee “a
es un elemento de A”). Se usa la notacién b ¢ A cuando es necesario indicar que
b no es un elemento de A.

Si sabemos que A contiene exactamente los elementos a1, @y, ..., @y, 10 indi-
camos escribiendo A = {ay, ay, ..., a,}. Por ejemplo, el conjunto de los niimeros
naturales menores que 6 puede ser escrito A ={0, 1,2, 3, 4, 5}. Esta notacién
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